Complejidad de un Problema.

1 Presentacion y definiciones

1.1 Problema del Vendedor Viajero

Para ilustrar este capitulo se va a trabajar en base al problema de teoria de
grafos ampliamente conocido: El Problema del Vendedor Viajero®.

Dado un grafo completo con “n” nodos, donde cada arco tiene asociado un
largo, se busca un ciclo hamiltoneano de largo minimo del grafo. Un algoritmo
trivial serfa: Enumerar todos los ciclos hamiltoneanos del grafo y calcular su
largo, de forma tal de poder determinar el de menor largo. Lamentablemente
este algoritmo es imposible de llevar a cabo en la practica, atin considerando un
ndmero reducido de nodos: Un grafo completo con n nodos posee @ ciclos
hamiltoneanos. Por ejemplo para n = 20 se requeriria alrededor de 19 siglos de
cdlculo en un computador capaz de generar 1.000.000 de ciclos hamiltoneanos
por segundo. Se puede acelerar la resolucién usando un algoritmo tipo branch
and bound, sin embargo todos los algoritmos exactos conocidos actualmente
requieren un tiempo de cdlculo demasiado importante como para que sea razon-
able el aplicarlos, de un punto de vista préactico, cuando el tamafio del grafo se
vuelve un poco elevado. Vamos a ver que este problema no es el dinico para el
cual no se conoce un “buen” algoritmo de resolucién exacta y que parece casi
imposible el encontrar uno algtin dia (no significa que a priori este no exista).
Veamos algunas definiciones previas.

2 Tamano de una Instancia

Para definir el tamafio de una instancia se requiere tomar en cuenta todos los
factores. Por ejemplo, en el caso de una instancia para el problema del camino
més corto se debe tomar en cuenta no solo el nimero de nodos del grafo sino
también de las distancias entre los pares de nodos. La descripcién de una
instancia de un problema puede ser visto como una cadena de caracteres que
pertenecen a un alfabeto fijo. El largo de esta cadena de caracteres definira el
tamafio de la instancia. El alfabeto binario permite una codificacién razonable.
De esta forma representar un nimero entero k positivo con esta codificacién
requerird round(logs (k+ 1)) bits; representar un grafo de n nodos por su matriz
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de adyacencia necesitard tantos bits como pares de nodos, es decir n?. En este
sistema binario, el tamano de la instancia es el nimero de bits necesarios para
representar todos los datos que permiten definir la instancia, tratdndose ya sea
de numeros, conjuntos, grafos u otra estructura. Se adopta esta codificacién
para los estudios de complejidad.

3 MaAquina de Turing y complejidad de un algo-
ritmo

Para definir la nocién de complejidad de un algoritmo se define primero lo
que es una Mdquina de Turing determinista de una banda, esta maquina estd
compuesta de tres partes:

e Un conjunto de estados de la maquina, constituyendo una “unidad central”
que controla el conjunto de ruteo del programa, con la ayuda de una
“tabla” que contiene la descripcién de las operaciones a realizar.

e de una banda infinita constituida de casillas numeradas...,—3,—-2,—1,0,1,2,...
sobre la cual estan inscritos los datos y donde serdn inscritos los calculos
intermedios y los resultados finales.

e De una cabeza de lectura-escritura susceptible de leer y de modificar las
informaciones que figuran sobre la banda, de acuerdo a las instrucciones
entregadas por la “unidad central”.

El comportamiento de la maquina de Turing depende de la tabla almacenada
en la unidad central y de los simbolos leidos en las casillas de la banda. En cada
paso, la cabeza de lectura-escritura lee el simbolo contenido en la casilla de la
banda sobre la cudl estd apuntando. En funcién de este simbolo y del estado
actual de la maquina, la tabla indica a la cabeza lo que debe escribir en la
casilla sobre la que estd apuntando, determina el desplazamiento de la cabeza
(una casilla en un sentido o en el otro, a menos que reste inmévil) y define el
estado siguiente de la maquina.

El siguiente ejemplo ilustra el funcionamiento de una maquina de Turing y
la modelizacién de un programa por este tipo de maquina, esto nos permite dar
una definicién precisa de lo que son los algoritmos polinomiales. La méquina
estd constituida:

1. De un conjunto finito de estados ) compuesto de un estado inicial g,
de dos estados finales g5 y ¢. (s de éxito y e de fracaso; si se aplica
esta maquina de Turing a un problema de reconocimiento, es decir a un
problema donde uno hace una pregunta y cuya respuesta es “si” o “no”,
el éxito se podré interpretar como una respuesta “si” y el fracaso como un

“no”). Se incorporan ademds los estados q1 y ¢z-



2. De un conjunto finito de valores que se pueden leer o escribir en las casillas
de la banda, que contienen una palabra de {0,1}*(si A representa un alfa-
beto, es decir un conjunto de simbolos, A* indica el conjunto de palabras
que se pueden escribir a partir de A4, es decir toda cadena de simbolos que
pertenece a A) y un simbolo especial que se llamard blanco b.

3. De una funcién de transicién que en un estado distinto de gs y g tiene
asociada una tripleta cuyo primer elemento indica el nuevo estado de la
méaquina, el segundo caracter reemplazard al caracter leido, el tercero in-
dica el sentido de desplazamiento de la cabeza de la lectura ( desplaza-
miento de a lo mas una casilla: se denotard por +1 un desplazamiento
hacia la derecha, —1 un desplazamiento hacia la izquierda, y 0 la ausencia
de desplazamiento); la maquina se detiene en alguno de los estados g5 o

ge-

La tabla indica las transiciones de la méquina (o programa) considerada. El
indice de la linea corresponde al estado de la méquina, el indice de la columna
al caracter leido sobre la banda.

0 1 b

q0 (CIO707+1) (CIO717+1) (CIlab7_1)
q1 (112,13, _1) (qe,b,O)

gz (q.?aba _]-) (qeabao) (qe, ba 0)

El efecto de ese programa es el siguiente: el dato es una cadena X de simbolos
pertenecientes a {0,1}. La cadena X estd localizada sobre la banda, un simbolo
por casilla, el primero en la posicién 1, el dltimo en la posicién | X|. Las otras
casillas de la banda contienen inicialmente b. La maquina estd inicialmente en el
estado qo , y la cabeza de lectura-escritura estd ubicada sobre la casilla ndmero
1. El célculo se realiza etapa por etapa. Es facil ver que el estado gy consiste
a desplazarse hacia la derecha en la bisqueda de un blanco, o sea al final de la
palabra, sin cambiar nada. Cuando se encontré el primer blanco, se cambia de
estado y se pasa a ¢; devolviéndose a una casilla anterior: Se apunta, a partir
de ahora, sobre el dltimo bit de la palabra. Si este es un “1”, se detiene en el
estado g.: fracaso; si se lee un “0” se pasa al estado g2 y se devuelve una casilla
mas ( debe notarse que no es posible leer un blanco). Si el nuevo bit es un “0” se
detiene en el estado ¢,: la respuesta serd “si”; en los otros dos casos se alcanza
el estado final ¢.: la respuesta es “no”. Finalmente, se ve que esta méaquina
modela un programa que prueba que si una palabra de {0,1}* se termina por
un 00: esta es una condicién necesaria y suficiente para que sea reconocido por
la maquina, o para que la maquina termine el célculo en el estado g;.

Un problema de reconocimiento se puede traducir en términos de la maquina
de Turing determinista (una banda). Por ejemplo, la mdquina de Turing anterior
estd asociada al siguiente problema: dado un entero N > 0, existe un entero
m tal que N = 4m?. La codificacién asociada a una instancia del problema es
simple, ya que basta con dar una representacién binaria a N. La méquina de
Turing definida se termina para todo dato (siguiendo los elementos iniciales en




la banda): el célculo se termina en el estado “éxito” si los dos bits a la derecha
son 0, ella se termina en “fracaso” sino.

Ahora se puede dar una definicién precisa de la complejidad de la maquina
M, o del algoritmo modelado por M. Si, para todo dato, se alcanza un estado
final (g 6 ¢s) en un numero finito de etapas, se puede definir un “tiempo de
célculo” o complejidad como el nimero méximo de pasos efectuados por M para
poder tratar cualquier dato, de tamano fijo del problema. Este nimero de pasos
o este tiempo de calculo Ths(n) es una funcién del tamafio n = |X| del dato
X. Si existe un polinomio p tal que Th(n) < p(n), se habla de una méquina
de Turing polinomial y se dice que el algoritmo modelado por M es polinomial
( lo que no significa que su complejidad se pueda expresar por un polinomio
con respecto al tamano de los datos, sino solamente que se puede acotar por tal
polinomio; asi un algoritmo cuya complejidad vale logan, donde n es el tamano
de los datos, es polinomial). Un algoritmo cuya complejidad no es acotable por
un polinomio con respecto al tamano de los datos se dice exponencial , aunque su
complejidad no se exprese a través de una exponencial en el sentido matemaético
del término ( por ejemplo, un algoritmo de complejidad n!, donde n es el tamafio
del dato, es exponencial: la funcién factorial no es acotable por un polinomio
en n, sin ser ella misma una funcién exponencial). A veces se da el nombre de
“buenos algoritmos” o de “algoritmos eficaces” a los algoritmos polinomiales;
sin embargo, en la practica sucede que algoritmos exponenciales muestran una
mejor performance.

En la préctica, esta definicién de complejidad de un algoritmo es reemplazada
por una nocién méas ficil de manipular. Se sustituye el nimero de pasos efec-
tuados por una maquina de Turing por el nimero de operaciones consideradas
elementales efectuadas por un computador secuencial; se entiende por elemental
una operacién modelada en un ndmero polinomial (con respecto al tamaifio de
los datos) de pasos de una mdaquina de Turing: Este es el caso por ejemplo de
las cuatro operaciones aritméticas, de las diferentes operaciones de comparacién
y de asignacién.

4 Problemas de Reconocimiento

Los problemas de reconocimiento se conocen también como problemas de de-
cision, es decir de enunciados para los cuales la respuesta es “si” o “no” y no a
problemas de optimizacién. Existe una unién importante entre un problema de
reconocimiento y problema de optimizacién, esto se ilustrard con el problema
del vendedor viajero. El problema del vendedor viajero (TSP) se puede escribir
de la siguiente manera (para simplificar el desarrollo se supondré que los valores

del grafo son enteros y positivos):
Nombre: TSP
Datos: Dado un grafo G de orden n, completo y valorizado con valores positivos

Objetivo: Determinar el largo minimo de un ciclo hamiltoniano en el grafo G



El problema de reconocimiento (RTSP) asociado al TSP se puede enunciar como:
Nombre: RTSP

Datos: Dado un entero k, dado un grafo G de orden n, completo y valorizado
con valores positivos

Pregunta: Existe en el grafo un ciclo hamiltoniano de largo inferior o igual a
k?

Es obvio que si se resuelve TSP para el grafo G, se resuelve inmediatamente
RTSP. En consecuencia, el tamafio de las instancias de RTSP y de TSP difieren
entre ellas sélo por el término round(logz(k + 1)), si existe un algoritmo poli-
nomial (con respecto al tamafio de las instancias de TSP) para resolver TSP,
entonces existe un algoritmo polinomial (con respecto al tamafio de las instan-
cias de RTSP) para resolver RT'SP. Suponga que se resuelve sucesivamente un
nimero finito de instancias de RTSP, ddndole valores enteros a k, disminuyendo
de 1 a cada etapa. Partiendo de un valor inicial de k, para el cual se estd
seguro que la respuesta es “si”, el dltimo valor de k para el cual la respuesta
es “si” entrega el valor minimo del ciclo hamiltoniano. Se puede realizar un
procedimiento mejor como utilizar la dicotomia para encontrar el minimo: Se
comienza al igual que antes, dando un valor a k para el cual la respuesta es
“si”, por ejemplo n.val,, ., donde val,,,, denota el valor mas grande del grafo.
Se resuelve RTSP asignando k = mt(”l%) : si la respuesta es “si” se sigue
con k = int(%), sino con k = mt(?’““l%) y asi sucesivamente. Asi en
las partes enteras cercanas el intervalo de biisqueda, disminuyen a la mitad
y bastan alrededor de logs(nval,qz) resoluciones de instancias de RTSP para
resolver la instancia asociada al TSP. Luego, todo algoritmo Ar de compleji-
dad ¢(Ag) que permite resolver RTSP define un algoritmo Ay de complejidad
del orden de logs(nvalyq.)c(AR) que permite resolver TSP. O si val denota la
funcién de evaluacién de G, el tamafio de una instancia de TSP es del orden de
Ty = Z{i,j}EG loga(val(i, j) + 1), ya que se deben codificar los enteros val(i, j)
para todos los arcos (4, ) del grafo (se debe notar que esta cantidad es superior
o igual a @ superior a logsn) y el tamaifio de la instancia de RTSP es del
orden de Tg = logz(k + 1) + }_y; jyeq l0g2(val(i, j) + 1). Déndose cuenta que
se estd interesado sélo en las instancias de RTSP para las cuales k < nvalnyaz
(las otras instancias tienen la respuesta trivial “si”), es facil mostrar el sigu-
iente resultado: si existe un polinomio p en Tg que acota la complejidad de Ag,
luego existe un polinomio ¢ en Ty que acota la complejidad de Ay. Dicho de
otra forma, si existe un algoritmo polinomial ( con respecto al tamaifio de las
instancias de RTSP) para resolver RTSP, luego existe un algoritmo polinomial
(con respecto al tamafio de las instancias de TSP) para resolver TSP.

Estos resultados muestran la unién entre RTSP y TSP: uno permite res-
olucién en tiempo polinomial si y sélo si el otro también lo permite. Esta
propiedad, general, nos permite interesarnos en los problemas de reconocimiento
para obtener informacién de la dificultad de los problemas de optimizacién a los
cuales éstos estan asociados.



5 Clases P y NP; problemas NP-completos

Las nociones presentadas en esta seccion se refieren a problemas de reconocimiento,
sin embargo, como se menciond anteriormente, los resultados obtenidos nos
daran informaciones relacionadas con los problemas de optimizacion.

5.1 La clase P

Definicién 5.1 Un problema se dice polinomial si existe un algoritmo de com-
plejidad polinomial que permite responder la pregunta del problema cualquiera
sea el dato de éste. La clase P es el conjunto de todos los problemas de re-
conocimiento polinomiales.

Se conocen varios problemas que son polinomiales. Por ejemplo los proble-
mas de programacion lineal, aunque no sea el algoritmo simplex que permite
responder la pregunta. Sin embargo, no conocer un algoritmo polinomial que
resuelva un problema dado no significa que no exista. Para tener en cuenta esta
dificultad, se define una clase de problemas mas amplia, la clase NP.

5.2 La clase NP

Definicion 5.2 Un problema de reconocimiento estd en la clase NP si, para
toda instancia de ese problema, se puede verificar, en un tiempo polinomial
con respecto al tamano de la instancia, que una solucion propuesta o adivinada
permite aftirmar que la respuesta es “si” para esta instancia.

Se debe notar que no nos interesa la justificaciéon de una respuesta negativa:
se busca sélo verificar una respuesta “si”. Veamos el problema de vendedor
viajero

Proposicion 5.1 RTSP estd en la clase NP

Prueba: Basta demostrar cémo verificar, en un tiempo polinomial, que una
posible solucién permite establecer la respuesta “si” para la instancia consider-
ada. Pensemos que alguien nos dice que la respuesta de esta instancia es “si”
y, para convencernos de este resultado presenta una manera de visitar las ciu-
dades diciendo que es un ciclo hamiltoneano de largo inferior o igual a una cota

k. Habria entonces que verificar dos cosas:
1. La estructura propuesta es un ciclo hamiltoneano
2. El largo de ese ciclo es inferior o igual a k

Para ello, verificamos primero que la secuencia S de nodos propuestos como
solucién contiene el nimero n de nodos: luego, se crea una tabla T con n
casillas enumeradas por nodo e inicializada en 0; luego se recorren nuevamente
los nodos de S y se incrementa de acuerdo a los valores contenidos en T": Al final,
los valores de T entregan el nimero de ocurrencias de los nodos en S. Es facil



deducir asi si S es un ciclo hamiltoneano. Se puede también durante el recorrido
calcular el largo de S; comparandolo con k, se verifica de esta manera la parte
2. Todas estas verificaciones necesitan un ndmero de operaciones O(n) lo que es
acotable por un polinomio logs(k+1) + 3¢, yeq log2(val(i, j) +1), el orden del
tamarfio de la instancia RTSP. Se pudo asi verificar en un tiempo polinomial que
una posible solucién entrega correctamente la respuesta “si”. En consecuencia
RTSP estd en NP. Por otro lado, veamos un problema polinomial. Siempre es
posible verificar que la respuesta es “si” en un tiempo polinomial, para cualquier
instancia: Basta con resolver en un tiempo polinomial, el problema para la
instancia considerada y ver si la respuesta es “si” o “no”. De ahi la siguiente
proposicion:

Proposicién 5.2 Proposicion: P C NP

Se han definido las clases P y NP. No se sabe si estas dos clases coinciden
o si la inclusién de la clase P en las clase NP es estricta. De todas maneras
estamos interesados en los problemas NP considerados como los mas dificiles de
esta clase, los problemas NP-completos

5.3 Problemas NP-Completos

Transformacién polinomial

Una nocién fundamental en la teoria de la NP-completitud es la de la trans-
formacion polinomial: dados dos problemas de decisién D; y Ds, se cumplird
que D; < D> si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Existe una aplicacién f que transforme cualquier instancia I de D; en una
instancia f(I) de Dy, y un algoritmo polinomial, con respecto al tamaifio
de I para calcular f(I).

2. Hay una equivalencia entre los dos enunciados “D; acepta la respuesta
“si” para la instancia I” y “D, acepta la respuesta “si” para la instancia

.

Si D1 < Dy y si existe un algoritmo polinomial para resolver D, luego
existe un algoritmo polinomial para resolver D;. Para obtener la respuesta de
la instancia I de D;, basta con transformar I polinomialmente en la instancia
f(I) de D5 y resolver ésta, siempre polinomialmente: se resuelve I resolviendo
f(I). Se puede interpretar intuitivamente la relacién < como que D; no es més
dificil que D,. Esta es una nocién transitiva, es decir si D1 < Dy y Dy < D3,
luego Dy < Ds.

Definicion 5.3 Un problema Q) se dice NP-completo si pertenece a la clase NP
y si, para todo problema @' de la clase NP, se tiene que Q' < Q.

Esta definicién tiene varios aspectos importantes: si un problema NP-completo
se comprueba polinomial, entonces P = NP; si ) y Q' son dos problemas de



la clase NP, si (Q es NP-completo y si Q < @' entonces @' es NP-completo.
Finalmente, nétese que en el caso P # NP, los problemas NP-completos y los
problemas polinomiales no involucran todos los problemas en NP; si P # NP
se puede mostrar por el contrario que existe un ndmero infinito de clases de
problemas de NP de dificultad intermedia con respecto a esas clases, P siendo
la clase menos dificil y los problemas NP-completos la clase mas dificil.

6 Consecuencias de la NP-completitud de un
problema

Para qué sirve la demostracién, larga y complicada de que un problema es
NP-completo?. Primero que nada esta prueba permite evitar perder el tiempo
buscando un algoritmo polinomial para resolver el problema: no encontrar no
significa ser incompetente. Ademds, justifica buscar heuristicas , es decir, al-
goritmos que para la clase de problemas de optimizacién entreguen un valor
“cercano” al éptimo.

7 Problemas NP-dificiles

Aqui el interés no es sélo en los problemas de reconocimiento como cuando se
estudia las clases P, NP y NP completos. Un problema NP dificil es un problema
al menos tan dificil como un problema NP-completo.

Proposicion 7.1 Sea O un problema de optimizacion. Si el problema de de-
cision asociado a O es NP-completo, entonces O es NP-dificil.

Por ejemplo para el problema del vendedor viajero TSP es NP-dificil.



