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Abstract. Stable Marriage Problem es un clasico problema de matching
donde se debe encontrar la mejor relacién 1-1 entre elementos de dos gru-
pos. En este informe daremos a conocer una aplicacién de este problema a
la técnica llamada Image Registration para encontrar una corresponden-
cia entre puntos caracteristicos de dos imagenes.

1 Introduccidon

En numerosas aplicaciones relacionadas con visién computacional es funda-
mental encontrar similitudes entre dos imédgenes que contienen un lugar en
comun. Existen varios algoritmos para encontrar caracteristicas similares en
ambas imagenes, pero eso no es suficiente ya que ademds es necesario saber
identificar la correspondencia de las caracteristicas encontradas. Para este pro-
ceso de encontrar correspondencias debemos realizar un matching que permita
enlazar las caracteristicas de ambas imagenes de manera estable, es decir, que
permita asegurar las relaciones segtin el parecido que tengan. Para este proced-
imiento es necesario un matching de relaciones uno-a-uno, por lo cual utilizare-
mos un problema clasico para este tipo de asignacién: el Stable Marriage Prob-
lem. Como el nombre lo dice, el objetivo es encontrar relaciones entre dos gru-
pos (metaféricamente, un grupo de hombres y otro de mujeres) de tal forma que
se puedan armar matrimonios entre los miembros de ambos grupos de manera
estable, es decir, que no corran riesgo de que se pueda formar una pareja mejor
entre miembros ya emparejados. Esta metdfora la llevaremos a pixeles, donde
se obtendra un valor que relacione el parecido entre las caracteristicas de ambas
imagenes. Luego utilizando esos valores se buscard la mejor estabilidad para
poder asegurar las correspondencias. Finalmente, al tener las correspondencias
las utilizaremos para encontrar una relacién espacial entre las imédgenes, de tal
forma que permita transformar una de ellas y pueda sobreponer sobre la otra
los lugares comunes. De esta forma el resultado es una sola imagen en vez de
dos, lo que permite una mejor interpretaciéon de los lugares registrados.

2 Definicién del Problema

Separaremos esta seccién en dos partes, una correspondiente al problema clésico
de optimizacién, y la otra sobre el problema particular donde uno de sus pro-
cedimientos requiere una modificacién del problema clasico.



Fig.1. Ejemplo de Image Registration en (c) obtenido de (a) y (b)

2.1 Problema Clasico: Stable Marriage Problem

Este problema es bastante sencillo de modelar, y se caracteriza por tener una
gran cantidad de aplicaciones ttiles tanto en las ciencias como en aspectos so-
ciales. Consiste en la idea de tener un grupo de hombres y otro de mujeres con
la misma cardinalidad, y cada uno de ellos tiene una lista de preferencia sobre
las personas pertenecientes al sexo opuesto. El objetivo es encontrar parejas es-
tables entre estos dos grupos segtin sus preferencias.

Explicaremos el problema con el siguiente ejemplo:

— Tenemos un grupo de mujeres: M1, M2, M3, M4 y M5.

— Tenemos un grupo de hombres: H1, H2, H3, H4 y H5.

— Tenemos la siguiente lista de preferencias para los hombres y mujeres (menor

numero indica mayor preferencia):

M1 M2 M3 M4 M5
H14|2|1|5]|3
H2)1|2|4|5]|3
H3|4|3|2|1]|5
H4/ 114|123 ]|5
H5 112|534

Table 1. Preferencia de los hombres

M1 M2 M3 M4 M5
Hl 4 |3|4|1]|4
H2)3 2|52 |1
H3|1|5|2]|3]|2
H4/ 514|143
H52|1|3|5]|5

Table 2. Preferencia de las mujeres

Ya tenemos todos los datos necesarios para formar matrimonios. Supongamos
que entre los hombres se ponen de acuerdo para ver quién se queda con cada



mujer, y forman las siguientes parejas: H1-M3, H2-M1, H3-M4, H4-M2, H5-M5.
Si analizamos el caso de las dos parejas H1-M3 y H4-M2 nos encontramos con
un grave problema, ya que M3 prefiere mas a H4 que a su marido H1, y de
la misma forma H4 prefiere mas a M3 que a su mujer M2. Cuando se da esta
situacién, es muy probable que ambos matrimonios se divorcien ya que H4 y
M3 van a querer estar juntos, por lo tanto los dos matrimonios creados inicial-
mente no son estables.

Entonces, los métodos de solucién para este problema deben encontrar pare-
jas de tal forma que todos los enlaces queden estables.

2.2 Problema Particular: Image Registration

Image Registration es una técnica que sirve para encontrar la relacién espacial
entre dos fotografias de un mismo lugar (es decir, hay elementos comunes) pero
tomadas desde posiciones y rotaciones diferentes. Un uso comun se encuentra
en las fotografias satelitales ya que permiten formar un gran mapa acoplando
automdticamente las diferentes imdgenes capturadas.

Para realizar este proceso, debemos realizar los siguientes procedimientos:

— Encontrar puntos caracteristicos en ambas imagenes.

- Realizar matching entre los puntos de ambas imagenes para encontrar
correspondencias.

— Calcular la relacién espacial entre ambas imdagenes con las corresponden-
cias.

Nos concentraremos en el segundo paso, pero haremos una breve descripcién
sobre los otros.

— Puntos Caracteristicos: El primer procedimiento es encontrar caracteristi-
cas que se relacionen entre las dos imégenes a analizar. Estas caracteristicas
pueden ser obtenidas por diversos algoritmos, el mds comiin es un algo-
ritmo que encuentre esquinas como el método de Harris.

— Matching: Una vez que tenemos los puntos caracteristicos de ambas im-
agenes, necesitamos encontrar correspondencias entre ambos grupos de
puntos. Para esto, usaremos el célculo de la correlacién-cruz normalizada
entre ventanas que rodeen los puntos a comparar. El resultado de la cor-
relacién nos entregard un valor entre -1 y 1, el cual nos indicard qué tan
parecidas son las ventanas. Este valor nos servira para asignar las preferen-
cias de cada punto respecto al grupo de la otra imagen y poder encontrar
las correspondencias como si se tratara del caso Stable Marriage Problem.
Un detalle importante, es que debemos modificar el modelo general ya que
es muy usual que la cardinalidad entre los dos grupos de puntos sea difer-
ente.



— Relacién Espacial: Para este procedimiento usaremos la Homografia, la
cual es una relacién geométrica entre dos sistemas de coordenadas que per-
mite a través de una matriz de transformacién pasar puntos de un sistema
al otro. Para obtener la matriz de transformacion necesitamos al menos 4
puntos correspondientes no colineales. Para esto se puede utilizar el algo-
ritmo DLT (Direct Linear Transformation) el cudl es un método directo pero
sensible al ruido, pudiendose refinar con algtin algoritmo iterativo como
Gauss-Newton o Levenberg-Marquardt.

3 Modelo del Problema

Separaremos dos modelos, uno para el caso clasico Stable Marriage Problem, y
otro modificado para el caso particular.

3.1 Modelo General Stable Marriage Problem

El modelo para Stable Marriage Problem se describe a continuacién:

— Datos:

H,,x» = matriz de datos con la preferencia de cada hombre.
M, «»n = matriz de datos con la preferencia de cada mujer.

— Variables:

Xnxn = matriz de asignacién para las parejas formadas (binarios)
w = variable a minimizar, valor de la peor preferencia asignada

— Restricciones:

Forzaremos la monogamia y haremos que todos queden asignados

Xij € {031}

Haremos que se encuentre estabilidad
Xij+ ()X Xig 4+ (x%) >op_y Xij > 1 Vixj={l...n}x{1l...n}

(%) = s6lo se sumardn aquellos X, cuando H;, < Hj;
(#x) = sOlo se sumardn aquellos Xj; cuando My, < M;;

Obtenemos el valor de la peor asignacién para intentar minimizarla



w >3y Hye Xk Vi={l...n}
w > ZZ:1 My ; Xy Vi={1l...n}

— Funcién Objetivo:

3.2 Modelo Particular Modificado

Como vimos en la parte de Matching para realizar Image Registration, necesita-
mos modificar el modelo general para poder encontrar correspondencias entre
grupos que no tienen la misma cardinalidad.

— Datos:

P, xn = matriz con la preferencia de los puntos con cardinalidad m, m < n
Qmxn = matriz con la preferencia de los puntos con cardinalidad n, m < n

— Variables:

Xnxn = matriz de asignacién para las parejas formadas (binarios)
w = variable a minimizar, valor de la peor preferencia asignada

— Restricciones:

Forzaremos la monogamia y haremos que todos los puntos Q queden asig-

nados
Xi; €{0,1}
X <1 Vj={1...n}

Haremos que se encuentre estabilidad
Xij + ()Y pg Xik + (o) Doy Xij > 1 Vixj={1l...m}x{l...n}

(x) = s6lo se sumaran aquellos X;;, cuando P, < P;;
(*x) = s6lo se sumardn aquellos Xy, cuando Qx; < Q;;

Obtenemos el valor de la peor asignacién para intentar minimizarla

w >3y PinXin Vi={1...m}
w >3 Qri Xy Vi={1...n}

— Funcién Objetivo:
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4 Instancia de Ejemplo

Se han encontrado 7 puntos caracteristicos en una imagen, y 6 en la otra (ambas
se encuentran en el anexo). Se calcularon las correlaciones usando una ventana

de 9 x 9 pixeles cuyos valores estan indicados en la siguiente tabla:

ql

q2

q3

q4

qd

q6

q7

p1[-0.1095

0.9351

-0.3487

0.6684

-0.4589

0.4131

0.1915

p2[0.1062

-0.2332

0.8311

0.1570

-0.1552

-0.4620

-0.4093

p3[-0.0857

0.8543

-0.0279

0.8452

-0.3892

0.1211

-0.1884

p4|-0.4113

-0.5499

0.0750

-0.3924

0.9123

-0.1749

-0.2811

p5[-0.2637

0.1665

-0.3536

-0.1671

0.0814

0.8941

0.1100

p6/0.0622

0.4282

-0.5095

-0.0325

-0.3777

0.7202

0.5002

Table 3. Correlacién entre caracteristicas de dos diferentes imagenes

4.1 Modelo en extenso

Con la matriz de correlaciones obtenemos la preferencia para cada punto re-

specto a los otros:

ql|q2|q3|q4|g5|q6|q”
pl|5|1|6]2|7|3|4
p2(3|5|1(2|4|7]|6
p3/5|1(4(2|7|3]|6
p4/6|7|2|5|1|3|4
p5/6(2|75(4|1|3
p6/4|2|7|5/6(1]3

Table 4. Preferencia de los puntos P

— Variables:

Table 5. Preferencia de los puntos Q

Q0
—
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- 1 si se asigna el punto pi al punto qj
71 0 en caso contrario

w = variable a minimizar, la cual tendra el valor del peor caso preferencial

— Restricciones:

Forzaremos las relaciones 1-1 y haremos que todos los elementos del grupo

con menor cardinalidad queden asignados

T11 + 221+ 231 +xa1 + 51 261 < 1
T12 + Too2 + 32 + Taz + Too + 262 < 1
T13 + @23 + 33 + T43 + x53 + 163 < 1




T14 + Toa + T34 + Taa + Tsa + 164 <1
T15 + Ta5 + T35 + Tas + Tss + Tes < 1
Z16 + T26 + T36 + Tag + Tse + Tee < 1
ZT17 + Xo7 + X37 + a7 + w57 + 167 < 1

11 +Z12 + 13 + 214 + @15 +T16 + 117 =1
T21 + T2z + X23 + T2y + W5 + Tog + Loy =1
Z31 + T32 + @33 + T34 + T35 + w36 + x37 = 1
T41 + Tag + 43 + Taq + Ta5 + Tae + Tar =1
51 + Ts2 + 53 + Tsa + Tss + Tse + Tsr =1
Te1 + T2 + Te3 + Tea + Tes + Tee + Ter = 1

Haremos que se encuentre estabilidad

11 + Z12 + 14 + T1e + @17 + To1 + T31 + 261 > 1

z12 > 1

11 + Z12 + 213 + T14 + T16 + T17 + T23 + X33 + 243 > 1

T12 + 214+ 234 > 1

T11 + @12 + T13 + T14 + T15 + T16 + T17 + Tas + T35 + Tas + Tss + Tes > 1
ZT12 + 14 + Z16 + Tse + Tee > 1

ZT12 + 14 + T16 + 217 + w67 2> 1

Zo1 + T3+ @ag 2> 1

T12 + X21 + To2 + Tog + Tog + Tos + T32 + T2 + Te2 > 1

To3 > 1

T14+ T2z + Tog + T34 > 1

T21 + %23 + X24 + Tos + Tg5 + T55 > 1

Z16 + T21 + T2z + T2z + Tog + Tas + Tag + Tar + 36 + Tae + Tse + Tes > 1
ZT17 + X21 + T2z + Loz + Tog + Tas + Tar + T3r + a7 + T57 + Te7 > 1
o1 + X31 + X32 + X33 + T34 + T36 + Te1 > 1

Ti2 + 32 > 1

Z23 + X32 + X33 + T34 + w36 +Ta3 > 1

32 + X34 > 1

Ta5 + X31 + T32 + X33 + T34 + T35 + T36 + T37 + Tas + T55 + Tes > 1
16 + T32 + T34 + T36 + s + Tes > 1

ZT17 + 31 + T32 + X33 + T34 + T36 + T37 + T57 + T67 > 1

11 + X21 + X31 + Ta1 + D43 + Tag + Tas + Tag + Tar + 251 + 261 > 1
T12 + T2z + X32 + Ta1 + Ta2 + T43 + Tag + Tas + Tae + Ta7 + T52 + Te2 > 1
ZTo3 + T4z +Tg5 2> 1

T14 + T24 + T34 + a3 + Taa + Ta5 + Tae + Tar + T4 + Tea > 1

Ty5 > 1

T16 + T36 + T43 + Tas + Tae + Tse + Tee > 1

T17 + T37 + P43 + Tas + Tae + Ta7 + T57 + Te7 > 1

Z11 + T21 + ®31 + Ts1 + T2 + Tsa + Tss + Tse + Ts7 + Te1 > 1

T12 + X32 + Ts2 + Tse + Te2 > 1

213 + 23 + X33 + T43 + T51 + T2 + T53 + Tsa + 55 + Tse + T57 > 1
Z14 + T24 + T34 + Ts2 + T4 + Ts5 + Tse + Tsr + Tea > 1



Tas5 + Ts2 + Tss + Tse + T57 > 1

56 > 1

Z17 + Ts2 + Ts6 + Ts7 + Te7 > 1

Z21 + Ze1 + Te2 + Tes + Te7 > 1

T12 + T32 + T2 + Tes > 1

213 + T23 + T33 + Ta3 + T53 + Te1 + Te2 + Te3z + Tea + Tes + Tee + Tor > 1
14 + T24 + X34 + Te1 + Te2 + Tea + Teg + Ter = 1

Zas + T45 + Tss + Te1 + T2 + Tea + Tes + Tee + Ter > 1

Zs6 + 26 > 1

T2 + Tes + Ter > 1

Obtenemos el valor de la peor asignacién para intentar minimizarla

w > 511 + T12 + 6213 + 2214 + 7215 + 3216 + 4717
w > 3x21 + STag + xa3 + 224 + 4xos + Txoe + 6227
w > 5r31 + T3z + 433 + 2w34 + T35 + 3736 + 637
w 2> 6241 + TT42 + 2243 + 5Taq + Tas + %46 + 4247
w 2> 6x51 + 2x52 + Tw53 + 554 + 4T55 + T56 + 3T57
w > 4xg1 + 2xe2 + TT63 + 5Tea + 6T65 + Tes + 3T67
w > 4x11 + To1 + 3x31 + 6241 + d251 + 261
w 2> T12 + 922 + 2232 + 6242 + 4x52 + 3T62
w > 4r13 + Taz + 3733 + 2243 + Ox53 + 6263
w > 2x14 + 3T24 + T34 + 6244 + 554 + 4T64
w 2> 6215 + 3T25 + 535 + Tas + 2255 + 4Tes
w > 3r16 + 6T26 + 436 + 5T46 + Ts6 + 2T66
w > 2x17 + 6x27 + 4737 + 5147 + 3T57 + Te7

— Funcién Objetivo:

4.2 Modelo en LINGO

El siguiente c6digo LINGO permite determinar la solucién anterior y de cualquier
caso con diferentes variables:

SETS:

PUNTOSP;

PUNTOSQ;

PXQ (PUNTOSP, PUNTOSQ) : P, Q, X;
ENDSETS

DATA:
PUNTOSP Pl P2 P3 P4 P5 P6;
PUNTOSQ = Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7;



! Preferencias de Puntos P;

P =
5162734
3512476
51427 36
6 72 5134
6 275413
4 275 6 1 3;

! Preferencias de Puntos Q;

Q:

4 1 42 6 3 2

1513366

3231514414

6 6 26155

5455213

2 3 6 442 1;
ENDDATA

! Todos los puntos P deben estar asignados;
@FOR (PUNTOSP (i) : @SUM(PUNTOSQ(J): X(i,3)) = 1;);

! Los puntos P no pueden tener mas de una asignacidn;
@FOR (PUNTOSQ (j) : @SUM(PUNTOSP (i) : X(i,73)) <= 1;);

! Forzamos monogamia al hacer las variables X (i, j) binarias;
QFOR (PXQ(1,3): @BIN(X(i,3)));

! Condicion de estabilidad;
@FOR( PXQ(i,73): X(i,7)
+ @SUM (PUNTOSQ (k)| P (i, k) #LT# P(i,3): X(i,k))
+ @SUM(PUNTOSP (k) | Q(k,J) #LT# O(i,3): X(k,3)) >=1);

! Obtenemos la peor asignacidn;
@FOR (PUNTOSP (1) : W >= @SUM(PUNTOSQ (k) : P(i,k)*X(i,k)););
QFOR (PUNTOSQ (§) : W >= Q@SUM(PUNTOSP (k) : Q(k, )X (k,3)););

! Minimizar lo maximo posible el peor caso;
MIN = W;

4.3 Resultados

El modelo implementado en LINGO entregé el siguiente resultado para el caso
de ejemplo presentado (se muestran solamente las variables asignadas):
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Global optimal solution found.

Objective value: 3.000000
Extended solver steps: 0
Total solver iterations: 0
Variable Value Reduced Cost

W 3.000000 0.000000

X( P1l, Q2) 1.000000 0.000000

X( P2, Q3) 1.000000 0.000000

X( P3, Q4) 1.000000 0.000000

X( P4, Q5) 1.000000 0.000000

X( P5, Q6) 1.000000 0.000000

X( P6, Q7) 1.000000 3.000000

De este resultado, eligiremos todos los enlaces creados con correlacién mayor
oigual a 0.7 para asegurar la correspondencia (si existen 4 o mds corresponden-
cias entonces se puede obtener la relacion espacial entre las imagenes). En este
caso los enlaces que eligiremos son todos menos el p6-q7 ya que su correlacién
es muy baja (0.5002). Observamos ademds que se eliminé el punto q1 ya que su
correlacién era muy baja con todos los otros puntos. Los resultados visuales se
encuentran en el anexo.
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5 Anexo

Fig.2. Imagen con puntos ql - q7 Fig. 3. Imagen con puntos p1 - p6

Fig.4. Matching de las relaciones encontradas con color verde, el color rojo
muestra la relacién eliminada

Fig.5. Resultado al aplicar una transformacién espacial sobre la imagen con
puntos p. En los lugares comunes se calculé el promedio entre los pixeles



